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A essência do conhecimento consiste em aplicá-lo, uma vez possuído. 
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A utilização de modelos numéricos com o objetivo de estudar a rotura de barragens é um assunto 
importante e atual. As grandes vantagens destes modelos são o custo/benefício e a prevenção que 
permite no que diz respeito à segurança de barragens. O objetivo principal deste trabalho é comparar 
os modelos numéricos existentes com dados analíticos e experimentais e averiguar a precisão desses 
métodos, desenvolvendo um modelo em MATLAB, comparando-o com a solução teórica e validando-
o com os resultados experimentais. 
É feita uma introdução ao tema da rotura de barragens, seguida de uma análise teórica do problema, 
estudando as equações de Saint-Venant e a solução de Ritter. 
Faz-se também um estudo de dois métodos numéricos usuais para tratar as equações que descrevem o 
comportamento aquando da rotura de barragens, sendo eles os métodos de Lax-Wendroff e 
McCormack. São caraterizadas as condições iniciais e as condições fronteira. Os dados obtidos são, 
posteriormente, comparados com a solução de Ritter e com os resultados experimentais existentes. 
Para aplicação dos métodos referidos, foi desenvolvido um programa que permite fazer uma análise de 
sensibilidade de diversos parâmetros (CFL, OME, tempo de cálculo,   ), de maneira a encontrar as 
soluções mais precisas. Depois de escolhidos os parâmetros mais adequados, através dos dois métodos 
é possível obter alturas de água, velocidades do escoamento e caudais, tanto para um escoamento ideal 
(sem atrito) como para um escoamento com atrito. É apresentada a comparação entre os dados 
analíticos e as soluções sem atrito, e entre os dados experimentais e as soluções com atrito.  
Por último, apresentam-se conclusões sobre os resultados obtidos, observando-se que a análise 
efetuada permite resultados fiáveis para altura de água, caudais e velocidade do escoamento. Com a 
introdução de modelos mais adequados e realistas prevê-se que será possível obter resultados realistas 
e adequados quando comparados com casos reais. São também apresentadas propostas para a 
continuação futura deste trabalho, onde se espera o estudo de outros métodos numéricos, e tentando 
obter mais resultados, como por exemplo de outras variáveis.   
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The use of numerical models to study the dam break phenomena is a pressing and current matter. The 
main advantages of these models are its cost/benefit relation and the forecasts they allow to do 
regarding the dam-break flow propagation. The main objective of this thesis is to compare numerical 
models with analytical and experimental data and to inquire their accuracy by means of a computer 
program written in Matlab. 
A description of the dam break phenomenon is made, followed by a theoretical analysis of the 
problem, using the Saint-Venant equations and the Ritter’s solution is presented. 
A comparative study of two numerical methods that are usually used to solve the St.-Venant 
equations: Lax-Wendroff and McCormack The obtained results are then compared with the Ritter 
solution and existing experimental data. 
To apply the aforementioned methods a computer program was developed allowing a sensitivity 
analysis of the different parameters (CFL, OME, computation time, cf), to obtain more accurate 
solutions. After choosing the most adequated parameters, with both methods it is possible to obtain 
water height evolution, flow velocity and flow rate for an idealized flow as well a flow with shear. It is 
also presented a comparison between the obtained numerical results with the Ritter solution and the 
experimental results. 
Finally conclusions regarding the obtained results are presented namely: i) the performed analysis 
gives accurate results for the water level, flow rate and flow velocity; ii) with the introduction of more 
sophisticated models it is foreseen to obtain better results when compared with real cases. Some 
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1.1. A ROTURA DE BARRAGENS 
O estudo da rotura de uma barragem, inclui, em geral, a análise das causas da rotura e as 
consequências da rotura. 
Este trabalho visa, especificamente, o estudo das consequências da rotura de uma barragem, 
nomeadamente no estudo do escoamento resultante a jusante. Assim, é com este sentido que, de ora 
em diante, a expressão “rotura de barragens” deve ser interpretada. 
A construção de barragens tem sido um meio utilizado pelo Homem desde a Antiguidade. As 
finalidades da construção de uma barragem podem ser: irrigação (na agricultura, por exemplo), 
armazenamento de água (para poder servir as populações, por exemplo), garantia da navegabilidade de 
um rio, controlo de volumes afluentes de um rio, e ainda, mais recentemente, aproveitamentos 
hidroelétricos. 
Os primeiros exemplos de construção de barragens datam de 3000 a.C., como é o caso da barragem de 
Jawa, na Jordânia, usada para armazenar água para a cidade de Jawa (Helms, 1977). A primeira 
barragem a funcionar com o aproveitamento hidroelétrico (central hidroelétrica) começou as suas 
operações em 1882, em Wisconsin; consta que produzia energia suficiente para alimentar três edifícios 
(Hydroelectric Power, USA [1]). O primeiro aproveitamento hidroelétrico a ser construído em 
Portugal localiza-se no rio Douro, a barragem de Carrapatelo, inaugurada em 1972. Dos 
aproveitamentos no Douro Nacional, este é o que tem a maior queda, de trinta e seis metros. O maior 
aproveitamento hidroelétrico do mundo é conhecido como barragem das três gargantas, e está 
localizado na China, no rio Yang-Tsé (maior rio da China). Em Portugal, algumas das barragens mais 
importantes são: barragem de Alqueva, barragem de Crestuma, barragem de Venda-Nova e barragem 
de Castelo de Bode (INAG, Portugal [2]). 
É evidente que a rotura de uma barragem é um fenómeno adverso, e que as suas consequências podem 
ser desastrosas. Estudar a rotura torna-se, portanto, fundamental, se se quiser minimizar o impacto 
dessas consequências.  
Os objetivos principais do estudo da rotura de barragens são: permitir a determinação dos riscos 
associados à rotura de uma barragem, avaliar o tempo de evacuação das regiões afetadas, identificar os 
possíveis impactos e determinar a evolução no tempo da altura da água a jusante (onda de cheia). 
 
 




1.2. IMPORTÂNCIA DO ESTUDO DA ROTURA DE BARRAGENS 
Ao longo do tempo, foram vários os casos de rotura de barragens. Este fenómeno pode ter várias 
causas: falta de manutenção, instabilidade geológica, sismos, qualidade dos materiais utilizados, 
grandes cheias, entre outros. Como tal, é necessário prever alguns destes fenómenos, e estar ciente da 
sua possível ocorrência, de maneira a poder evitar danos significativos. Na Tabela 1.1 são 
apresentadas várias situações onde ocorreu a rotura de uma barragem (alguns destes exemplos foram 
catastróficos). 
Como é possível verificar pela Tabela 1.1, a rotura de uma barragem pode traduzir-se num elevado 
número de mortes, o que constitui uma razão fundamental para o seu estudo. No caso de South Fork, a 
rotura deveu-se à falta de manutenção. No caso de Banqiao e Shimantam (Fig. 1.1), considerada a pior 
rotura de sempre de uma barragem, com um número de mortes próximo de 171.000, a rotura deveu-se 
a uma cheia extraordinária, bastante acima daquilo que estaria previsto para a barragem. Após ter sido 
posta em funcionamento, foram detetadas várias fendas, que apesar de terem sido tratadas, aquando de 
períodos de extremas chuvadas, desencadearam este desastre (Graham, 1999). Outro exemplo mais 
recente é a barragem de Campos dos Goytacazes; uma fenda que ficou por reparar durante vários anos 
acabou por ceder, e ocorreu a rotura da barragem, que provocou inundações nas imediações. Apesar de 
não ter havido baixas, quatrocentas pessoas foram obrigadas a relocalizar-se (BBC, UK [3]). 
 
 














Tabela 1.1. – Exemplos de Roturas de Barragens (Adaptado de Chanson, 2004). 





Sheba, Iémen / 
575 
Desconhecido Desconhecida 
Pántano de Puentes 
Lorca, Espanha / 
1802 
608 
Fenda provocada pelo aumento 
do nível da água 
Bilberry Dam 
West Yorkshire, 
UK / 1852 
81 Fraca qualidade na construção 
Dale Dyke Dam 
South Yorkshire, 
UK / 1864 
150 Fraca qualidade na construção 
Habra Dam Algeria / 1881 209 






Possível falta de manutenção. 
Ocorreu após grandes chuvadas 
Tigra Índia / 1917 Mais de 1000 Infiltrações de água na fundação 
St. Francis 
Califórnia, USA / 
1928 
600 Instabilidade geológica e fendas  
Panshet Pune, Índia / 1961 ~1000 
A parede da barragem cedeu 
devido a elevadas pressões 
provocadas pelo aumento do 
nível da água 
Vanjont Itália / 1963 2000 
Instabilidade geológica que 




China / 1975 171.000 
Chuvadas extremas que 




















Fig. 1.2. Rotura da Barragem de St. Francis (1928) (Failure of the St. Francis Dam [5]). 
 
1.3. ENQUADRAMENTO LEGAL 
É necessário que seja feita também uma referência aos regulamentos existentes em Portugal 
sobre segurança de barragens. Estes regulamentos têm como objetivo garantir que todas as 
normas e regras sejam cumpridas, para que a segurança seja máxima, tanto durante a 
construção da barragem como na fase da exploração da mesma. Para isso, é necessário estudar 
exaustivamente todos os fatores relevantes no decurso do projeto, tais como condições 
sísmicas, ações a considerar (por exemplo, impulsos da água), tipos de materiais, impactes 
ambientais, entre outros aspetos relevantes. Um desses aspetos é a rotura de barragens. 
Analisando as Normas de Projeto de Barragens (Portaria n.º 846/93, de 10 de setembro) 
encontram-se no capítulo 3 (Normas para barragens de betão) os artigos 29.º, 30.º, 31.º e 58º 
que dizem respeito a rotura de barragens (causas e consequências). Os artigos 29º e 30º fazem 
referência às causas da rotura e estudos de maneira a evitar esse acontecimento. O artigo 31.º 
considera as consequências, e diz respeito a verificações de segurança para cenários de 
possível rotura, através de modelos com valores extremos de majoração nos parâmetros 
caraterísticos do respetivo cenário. O artigo 58º aborda a necessidade de avaliar a área 
inundável em caso de rotura, que implica o estudo da rotura de barragens (adaptado de Diário 
da República, 1993). Este artigo fundamenta a necessidade do estudo que se irá fazer, bem 
como mostra a importância deste tema. É também importante referir o artigo 47º que diz 
respeito a barragens de terra onde as mesmas considerações são feitas. Analisar a área 
inundável é um objetivo do estudo da rotura de barragens e permitirá criar condições de 
segurança fundamentais, tais como avaliar prejuízos materiais e a eventual perda de vidas 
humanas, assinalar as zonas de segurança, os seus acessos, um sistema de aviso e o plano de 
evacuação da área inundável. O estudo do escoamento associado à rotura de barragens é, pelo 
exposto, obrigatório e fundamental, permitindo a determinação das alturas de água, das 
velocidades e dos tempos de chegada da onda de cheia ao longo do vale a jusante da 
barragem.  





Assim, a análise da rotura de barragens, no contexto do presente trabalho, está associada aos artigos 




1.4. ESTRUTURAÇÃO DA DISSERTAÇÃO 
A presente dissertação encontra-se organizada em 5 capítulos. No primeiro capítulo apresenta-se uma 
introdução ao tema da rotura de barragens e respetivo enquadramento legal. No capítulo 2 analisam-se 
as equações que modelam o tipo de escoamento associado à rotura de barragens. O capítulo 3 descreve 
os métodos utilizados para a modelação numérica e as análises de sensibilidade a diferentes 
parâmetros. O capítulo 4 é dedicado à análise dos resultados obtidos, incluindo-se a comparação com 
com a solução teórica de Ritter e com resultados experimentais. Finalmente, no capítulo 5 são 




























O principal objetivo desta dissertação consiste na modelação numérica da rotura de barragens. No caso 
de escoamento de caudais variáveis (não estacionário), as equações unidimensionais
1
 mais utilizadas 
são as equações de Saint-Venant, que serão apresentadas em detalhe. Estas equações baseiam-se em 5 
hipóteses (Chanson, 2004):  
1- O escoamento é unidirecional, a velocidade é uniforme e a superfície livre transversal do 
escoamento é horizontal;  
2- A curvatura da linha da água é muito pequena, e a aceleração vertical do escoamento é desprezável; 
3- A resistência do fluxo e as perdas de turbulência são as mesmas que para um fluxo constante, para a 
mesma profundidade e velocidade; 
4- A inclinação do leito é suficientemente pequena para garantir as seguintes aproximações:  
                   , sendo   o ângulo que o leito faz com a horizontal; 
5- As fronteiras do canal são fixas, ou seja, o transporte de sedimentos é negligenciável. 
 
2.1. DETERMINAÇÃO DAS EQUAÇÕES DE SAINT-VENANT: FORMULAÇÃO INTEGRAL 
Para analisar o fenómeno da rotura de barragens é necessário começar por obter as equações de Saint-
Venant, visto que são as equações que são utilizadas para modelar este tipo de escoamento. Estas 
equações são deduzidas a partir de duas equações fundamentais: a equação de continuidade (que 
reflete a lei de conservação da massa) e a equação da quantidade de movimento (ou equação do 
momento linear, que governa a dinâmica). 
No que diz respeito à lei de conservação da massa, e aplicando-a ao volume de controlo representado 
na Fig. 2.1, entre os instantes genéricos    e    , tem-se (adaptado de Chanson, 2004): 
                     
  
  
    
  
  
                       (1) 
 
em que    e    representam as coordenadas das secções que limitam o volume do controlo (x 
representa a direção do escoamento),   é a massa volúmica do fluido,    é a área da secção transversal 
e    é a velocidade do fluido, para uma secção ou instante. A lei da conservação da massa estabelece 
que a variação de massa num certo volume de controlo é igual à massa que entra menos a massa que 
sai desse volume de controlo. De acordo com a 5.ª hipótese referida no início deste capítulo, a massa 
                                                     
1
 Podem ser estendidas a 2D. No entanto, apenas vão ser utilizadas na formulação unidimensional. 




volúmica do fluido é constante. Logo, pode-se eliminar esse parâmetro da equação de continuidade, 
obtendo-se simplesmente, 
               
  
  
          
  
  
   (2) 
 
em que   representa o caudal, definido como      , sendo U a velocidade média na secção 
transversal e S a área dessa secção. 
No que se refere à equação da quantidade do movimento, aplicada na direção do escoamento (x), 
considerando o mesmo volume de controlo e os mesmos instantes de tempo usados anteriormente, 
segundo esta equação a variação da quantidade de movimento no volume de controlo, mais o fluxo do 
quantidade de movimento através da sua fronteira, é igual à força resultante (soma de todas as forças) 
que atua no volume de controlo. Matematicamente, tem-se: 
 
                          
  
  
       
          
        
  
  
     
   
  
   
  (3) 
 
em que    
  representa a força resultante que atua numa dada secção.  
O primeiro termo do membro da esquerda representa a variação da quantidade de movimento no 
volume de controlo, enquanto que o segundo termo representa o fluxo da quantidade de movimento na 
sua fronteira (entradas e saídas). 
As fig. 2.1, 2.2 e 2.3 representam as várias vistas de um canal genérico, permitindo visualizar as 
diferentes forças em questão. 
 
 
 Fig. 2.1. Vista lateral do canal (adaptado de Chanson, 2004). 
  






Fig. 2.2. Vista de Topo do canal (adaptado de Chanson, 2004). 
 
 
 Fig. 2.3. Secção transversal do canal (adaptado de Chanson, 2004). 
 
Na análise das forças envolvidas começa-se com as forças de pressão exercidas nas secções de 
coordenadas    e    , denotadas    
  e     
   (ver fig. 2.2). Dividindo essas secções em elementos 
diferenciais horizontais e admitindo uma distribuição hidrostática de pressões (2.ª hipótese referida no 
início deste capítulo), pode-se escrever (ver Fig. 2.3): 
  
             
 
 
     (4) 
 
em que        representa a largura do canal,   
  é a força de pressão exercida nas secções de 
montante e jusante que limitam o volume de controlo, g é a aceleração da gravidade,   é a massa 
volúmica da água, e h e y estão definidos na fig. 2.3. Assim, a contribuição dessas forças para a força 
resultante pode ser escrita na forma, 







   
     
                  
  
  
    (5) 
 
em que    e    representam os impulsos nas secções 1 e 2, sendo I definido da seguinte forma: 
 
             
 
 
  (6) 
 
Em relação às forças de pressão exercidas nas margens esquerda e direita, estas só terão componentes 
na direção x caso a distância W entre as margens varie com x [ou seja,         ]. Denotando 
essas componentes por    
  e    
  , admitindo novamente uma distribuição hidrostática de pressões, e 
supondo que a variação de W com x é suave, pode-se escrever (ver Fig. 2.2), 
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       (8) 
 
em que    
  e    
  representam as forças de pressão da margem esquerda e direita, respetivamente. 
Define-se o integral   como, 
        
  
  
    
 
 
  (9) 
 
Outra força envolvida é, naturalmente, o peso (P) do próprio fluido. Esta força, devida à gravidade, 
também terá uma componente x no caso em que exista inclinação do leito (fundo). Tendo em conta 
que a massa do fluido é definida por, 
 






  (10) 
 
a contribuição  da componente x do peso será dada por, 
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em que S é definido por, 
     
 
 
     (12) 





e onde    representa a inclinação do leito (ver 4.ª hipótese referida no início deste capítulo): 
 
              
   
  
   (13) 
 
em que    representa a variável definida na fig. 2.3. 
Por último, temos a força de atrito entre o fluido e a superfície do fundo, cuja contribuição é, 
 
                   
  
  





  (14) 
 
sendo    o fator de resistência, dado por, 
   
   
     
  (15) 
 
em que   representa o valor médio da tensão de corte entre o fluido e o fundo, e    é o diâmetro 
hidráulico para cada instante e secção. 
Introduzindo agora as equações (4)-(7) no membro direito de (3), e calculando as densidades que 
aparecem em todos os termos, obtém-se, 
                    
  
  
             
        
  
  
           
  
  






      





                                      (16) 
As equações (2) e (16) constituem a formulação integral das equações de Saint-Venant. 
 
2.2. DETERMINAÇÃO DAS EQUAÇÕES DE SAINT-VENANT: FORMULAÇÃO DIFERENCIAL 
Apresenta-se nesta secção a formulação diferencial das equações de Saint-Venant, onde são utilizadas 
as expansões em série de Taylor de cada uma das variáveis: 
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    (18) 
em que          ,          e    e    representam os caudais nas secções 1 e 2, 
respetivamente. Conservando apenas os dois primeiros termos das expressões anteriores (aproximação 
de primeira ordem), reescreve-se a equação da continuidade: 
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A equação da quantidade de movimento fica:  
 













     
  
  
        
  
  
             
  
  
       
  
  
  (20) 
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sendo esta a formulação diferencial mais geral das equações de Saint-Venant. 
As equações de Saint-Venant pertencem à família das equações hiperbólicas, usadas geralmente para 
resolver problemas numéricos com descontinuidades, como será analisado no capítulo 4. As equações 
hiperbólicas são um tipo de equações diferenciais parciais de 2ª ordem. O esquema de resolução 
numérica será apresentado no capítulo 3 (Aldrighetti, 2007).  
 
2.3. SOLUÇÃO DE RITTER 
Nesta secção aplicam-se as equações de Saint-Venant a um caso particular de um canal semi-infinito, 
no qual se despreza a força de atrito, bem como se admite uma secção transversal retangular uniforme. 
Nessa situação, tem-se (Ritter, 1892), 
 
                                                                     
                                        
            
 
 




   




   (23) 
 
A partir destas simplificações, pode escrever-se a equação da continuidade da seguinte forma 
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     (25) 
Assim, chega-se às duas equações de Saint-Venant para este caso particular (eq. (24) e (25)). 
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De referir que a soma do segundo e do terceiro termos é nula, em virtude da equação de continuidade. 
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Desenvolvendo agora o terceiro termo e simplificando   em todos os termos, consegue-se chegar a 























    (28) 
Reformulando a equação de modo a fazer desaparecer a variável  , introduz-se agora a variável 
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Convém notar que, se     for associado a 
  
  
, o operador 
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. Da mesma forma, se     for associado a 
  
  
, o operador 
 
  




















Assim, a partir de duas equações em derivadas parciais, (33) e (34), obtêm-se 4 equações em derivadas 
ordinárias: 
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As duas primeiras representam as equações das curvas caraterísticas, que vão constituir o novo 
referencial; as duas últimas representam as constantes do movimento ao longo das curvas 
caraterísticas. Assim,     e     representam as equações características, designadas, em inglês, forward 
characteristic e backwards characteristic, respectivamente. 
A Fig. 2.4 permite uma melhor interpretação do método das caraterísticas. A Fig. 2.4. (a) mostra o 
caso em que    , e a imagem (b) o caso em que    . Note-se que, nas figuras, o declive das 





   





   
 para a backward 
characteristic. 
Seguindo os passos de Ritter (1892) e Stoker (1957), é possível obter uma solução analítica para o 
escoamento derivado da rotura de uma barragem. Supõe-se que, inicialmente, a água na barragem está 
em repouso (   ) e que a rotura ocorre em    . A rotura é modelada através do desaparecimento 
súbito da parede da barragem nesse instante. 
A Fig. 2.5 representa o caso de estudo: simulação de uma rotura instantânea de uma barragem (sob a 
forma de uma comporta) com um determinado nível de água a montante e vazio a jusante. Mostra 
ainda as duas ondas geradas, uma propagando-se para a frente e a outra propagando-se para trás. 
 










Fig. 2.5. Esquema do escoamento aquando da rotura de uma barragem (Chanson, 2006). 












   (39) 
sendo, 
 
          (40) 
 
onde    representa a altura inicial da água na barragem (montante). 
Para a forward characteristic, pode-se escrever (constante do movimento), 
 
          (41) 
Como à frente      resulta        ; portanto, 
 
       (42) 
 
A eq. (39) mostra que a caraterística inicial de trás é uma reta; sendo assim (Henderson, 1966), todas 








Primitivando esta equação (Chanson 2005), resulta, 
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Para a velocidade  , é possível escrever, 
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, estas expressões podem ser reescritas assim: 
 
   
 
 





  (47)  
 
   
 
 
   
 
 






















































 MODELAÇÃO NUMÉRICA 
 
 
3.1. MODELAÇÃO NUMÉRICA: BASE DO ESTUDO 
No caso específico deste trabalho, vai-se simular a rotura de uma barragem através de um modelo com 
uma comporta a meio do canal de secção retangular. A montante da comporta tem-se um determinado 
nível de água, enquanto que a jusante não existe água (a comporta provoca uma descontinuidade). 
Pretende-se, utilizando os métodos numéricos existentes, calcular os valores da altura da água, do 
caudal, e da velocidade da água, tanto em função da posição como em função do tempo. Pretende-se 
depois comparar esses valores com os resultados analíticos (considerando um modelo sem atrito) e 
com os dados experimentais (considerando um modelo com atrito), de maneira a testar os métodos 
numéricos, bem como verificar a precisão em relação aos dados experimentais. 
 
3.2. MÉTODOS DE PROGRAMAÇÃO NUMÉRICA DA ROTURA DE BARRAGENS 
Como foi referido anteriormente, o estudo da rotura de barragens é essencial para a prevenção e 
segurança durante todas as fases de construção. Hoje em dia, os estudos feitos neste sentido são de 
natureza experimental ou teórica, tendo especial relevo nestes últimos os métodos numéricos, que é o 
que se pretende analisar. O objetivo geral dos estudos é construir uma base de informação mais 
apurada, que permita decidir acerca da implantação deste tipo de construções hidráulicas. Como o 
desenvolvimento de modelos experimentais que se ajustem às situações de interesse enfrentam 
geralmente algumas dificuldades, sendo o custo e o tempo necessário duas das mais importantes, os 
métodos numéricos ganham grande vantagem. Além disso, a opção por um método numérico permite 
realizar vários testes, alterar várias condições, e como tal, obter mais resultados, assumindo que existe 
uma validação desse mesmo método. 
O primeiro passo nesse sentido, tal como foi explicado no capítulo 2, foi feito por Ritter (1892). 
Apesar das simplificações já referidas (despreza-se o atrito entre a superfície do leito e a água), este 
método foi fundamental pois conduziu a vários estudos que o aperfeiçoaram. Dressler (1952), 
Whitham (1955), e Stansby et al. (1998) recriaram experimentalmente o fenómeno de rotura de 
barragens, procurando testar vários efeitos tais como a importância do atrito, os caudais de descarga, 
as velocidades da frente de onda, e a comparação desses modelos com as soluções analíticas. Grande 
parte dos testes experimentais são feitos considerando a rotura quase instantânea, ou seja, uma 
remoção imediato da comporta, o que pressupõe o caso mais desfavorável (é razoável que uma rotura 
instantânea provoque efeitos mais nefastos que uma rotura demorada); isso significa que os valores 
obtidos servem como uma análise do “worst case scenario”. Na realidade, existirá sempre uma 
libertação gradual da água (dependendo do atrito existente ou da brecha na barragem, do tipo de 




barragens, entre outros fatores) mas esse estudo acaba por não ser pertinente. Analisando a situação 
mais desfavorável consegue-se encontrar um patamar para as variáveis (altura de água, caudal e 
velocidade), o que serve como situação limite. Com esta informação, podem então ser tomadas as 
medidas necessárias para evitar quaisquer danos caso a rotura aconteça. 
Com o objetivo de criar um modelo numérico que simulasse a rotura de barragens, seguiram-se dois 
métodos diferentes: 
- Método de Lax-Wendroff (1964); 
- Método de McCormack (1969).  
 
3.2.1. MÉTODO DE LAX-WENDROFF (1964) 
Este método serve para resolver equações hiperbólicas em derivadas parciais. O método procede à 
discretização das equações através de diferenças finitas, e é um método de segunda ordem no espaço e 
no tempo. 
A fórmula de aproximação resulta da série de Taylor da função, e pode ser obtida da seguinte forma: 
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Desta maneira, pode-se reescrever a primeira derivada de três formas diferentes: 
 
      
           
 
       (51) 
      
           
 
       (52) 
      
             
  
                    (53) 
 
A eq. (51) é conhecida como a fórmula das diferenças avançadas, a eq. (52) como a fórmula das 
diferenças atrasadas, e a eq.(53) como a fórmula das diferenças centradas. Refira-se que o erro nas 
duas primeiras é de primeira ordem, enquanto na terceira é de segunda ordem. O esquema de Lax-
Wendroff utiliza a fórmula das diferenças avançadas para a derivada temporal, e a fórmula das 
diferenças centradas para a derivada espacial. 
No capítulo 2 foram deduzidas as equações de Saint-Venant (21) e (22). Estas duas equações podem 
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em que  ,   e   representam as seguintes matrizes, 
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Aplicando a expressão (54) ao caso particular considerado na secção 2.4, e depois de fazer desaparecer 
o parâmetro   (largura do canal, considerada constante, pode-se dividir todas as parcelas por este 
termo visto que está incluído em todas elas), as matrizes (eq.(55)) passam a ter a forma,  
 
   
 
 







              
 
         
   (56) 
 
em que a variável   representa o caudal por unidade de largura (caudal unitário)    . A discretização 
para este método é feita no Anexo B. 
A grande vantagem deste sistema de equações é que está escrito numa forma apropriada para ser 
resolvido numericamente. 
O método de Lax-Wendroff é baseado em dois passos, que permitem resolver numericamente a 
equação anterior com uma precisão de segunda ordem: 
- 1.º Passo (predictor step): 
  
    
 
 
     
      
   
  
   
     
      
     
      (57) 
- 2.º Passo (corrector step): 
  




     
        
        
     (58) 
A figura 3.1 serve como explicação gráfica dos passos mencionados, mostrando o esquema de 
implementação deste método, tornando visível as diferenças avançadas no tempo e as diferenças 
centradas no espaço. Mostra também que apenas interessa obter os valores para os instantes temporais 
k+2, visto que os instantes k+1 servem simplesmente como passo intermédio para se obter a solução. 
 
Fig. 3.1. Esquema de implementação do método de Lax-Wendroff  (Bellos e Hrissanthou, 2011). 





Tal como é possível verificar pela fig. 3.1, este esquema obriga à introdução de condições iniciais e 
condições de fronteira. A condição inicial é definida em t=0 s; no caso em estudo, supõe-se água a 
uma determinada cota até à comporta, e vazio do outro lado; o caudal é nulo em todo o comprimento, 
incluindo para t=0 s. As condições fronteira são definidas, para o caso em estudo, em x=-3 m e  x=3 
m (noutra situação poderia ser na secção de jusante do canal). Em relação à altura da água, supõe-se 
que é igual à calculada para o primeiro ponto (para o primeiro dx); o mesmo para o ponto 
imediatamente anterior a x=6 m. Isto é visível na fig. 3.1 (Bellos e Hrissanthou, 2011). 
Condições iniciais: 
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Condições de fronteira: 
    
     
           
       
             
     
           
       
    (60) 
 
Assim, a partir destas condições, consegue-se simular um canal finito, que corresponde ao trabalho 
experimental de Aleixo (2013) (ver cap. 4). 
 
3.2.2. MÉTODO DE MCCORMACK (1969)  
Em 1969, Robert W. McCormack aperfeiçoou o método criado anos antes por Lax e Wendroff, dando 
origem ao método de McCormack, que é mais prático pois a sua programação é mais simples. O 
método baseia-se nas mesmas equações (54 e 56). A grande vantagem criada por McCormack prende-
se com o facto de ter criado um método que usa diferenças finitas avançadas e atrasadas para a 
derivada espacial, em vez de diferenças centradas. Esta metodologia é mais indicada para escoamentos 
com uma descontinuidade (Bellos e Hrissanthou, 2011), tal como se pretende aqui (existência de uma 
comporta). O método consiste na utilização de dois passos, da mesma forma que o método de Lax-
Wendroff, onde o primeiro passo é um passo intermédio que depois é corrigido de forma a obter a 
solução (ver Fig. 3.2): 
- 1.º Passo (predictor step): 
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- 2.º Passo (corrector step): 
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Fig. 3.2. Esquema de implementação do método de McCormack (Bellos e Hrissanthou, 2011). 
 
É preciso implementar as mesmas condições iniciais e de fronteira referidas no método de Lax-
Wendroff, como se pode ver na Fig. 3.2, de maneira a estudar-se o caso em questão, referido na secção 
3.1. 
3.3. ANÁLISE DE PARÂMETROS 
Um dos grandes problemas que se encontra ao usar um método numérico é a divergência dos valores 
obtidos durante o cálculo. Assim, para se fazer qualquer estudo numérico é necessário estabelecer 
condições para os métodos convergirem. Neste caso concreto, existem dois parâmetros que têm de ser 
controlados, de maneira a garantir a convergência das variáveis. O primeiro parâmetro está associado à 
chamada condição CFL, abreviatura para a condição de Courant-Friedrichs-Lewi: é uma condição 
necessária (mas não suficiente) para garantir a estabilidade de equações diferenciais parciais 
hiperbólicas, como no caso da rotura de barragens. Para se poder proceder à utilização do método das 
diferenças finitas neste tipo de equações é necessário que o passo de tempo (    e o passo de espaço 
(  ) tenham uma relação específica. Teoricamente, a título de exemplo, imagine-se uma onda a 
mover-se num certo espaço (discreto). Considera-se uma malha dividida em vários intervalos de 
tempo e intervalos de espaço. Se se quiser calcular a amplitude da onda em intervalos de tempo 
(discretos) de igual tamanho, então estes intervalos de tempo têm de ser inferiores ao tempo que a 
onda demora a atravessar dois pontos adjacentes da malha (ou seja, o tempo que a onda demora a 
percorrer um intervalo de espaço) (Courant-Friedrichs-Lewi Condition [6]). 
A condição CFL (para uma dimensão) pode ser definida como: 
 
     
  
  
      
  
  
       (63) 
em que      corresponde ao valor máximo de CFL. 
 
Para a resolução de esquemas de diferenças finitas explícitos (ou seja, resolução com o aumento da 
variável tempo) considera-se       . Assim verifica-se que o valor do CFL não pode ser superior 
ou igual a 1. As fig. 3.3 e 3.4 mostram as diferenças encontradas, num exemplo simples de uma onda 




(hidrograma para um certo valor do espaço), ao variar o valor do CFL. É visível que, para valores de 
CFL inferiores a 1, obtêm-se formas mais adequadas para o caso estudado (curvas) enquanto que para 
valores de CFL superiores a 1, os dados não se assemelham de maneira nenhuma ao esperado. Neste 
exemplo é percetível a importância deste parâmetro. É necessário entender que, computacionalmente, 
não é trivial conseguir criar curvas suaves em métodos iterativos. O parâmetro CFL resolve essa 
questão. A necessidade do estudo do mesmo é fundamental. 
 
 
Fig. 3.3. Efeitos da variação do parâmetro CFL (exemplo:    ). Caudal (Flow) em função do tempo 
(Time). (1-D Saint Venant Equations [7]). 
 
 
Fig. 3.4.  Efeitos da variação do parâmetro CFL (exemplo:    ). Caudal (Flow) em função do 
tempo (Time). (1-D Saint Venant Equations [7]). 
 
O segundo parâmetro, designado por OME (Bellos e Hrissanthou, 2011), é um fator importante no 
tratamento de descontinuidades. Tendo em conta a descontinuidade existente neste modelo, devido à 
comporta, é necessário utilizar o OME de maneira a evitar que a descontinuidade faça divergir os 
resultados. A utilização deste parâmetro é necessária para acrescentar ao método difusão artificial. 
A difusão artificial tem vários benefícios, servindo para (Søndergaard e Hansen, 1999 [8]): 





- Atingir produção de entropia entre frentes de choque; 
- ‘Suavizar’ descontinuidades não físicas no escoamento; 
- Evitar problemas de mudanças drásticas das caraterísticas do escoamento; 
- Compensar erros de interpolação espacial; 
- Estabilizar vários métodos numéricos; 
- ‘Responder’ aos erros de dispersão nos esquemas numéricos.  
Especificamente, neste caso de estudo, a difusão artificial servirá para evitar mudanças bruscas nas 
caraterísticas do escoamento (Koutitas, 1982). 
A fig. 3.5 mostra o efeito deste parâmetro à medida que as iterações são efetuadas para um caso de 
uma onda quadrada genérica onde a difusão artificial foi aplicada (caso da “square wave)”. As 
imagens transmitem a propagação dessa onda. Têm-se inicialmente uma descontinuidade. À medida 
que o programa é “corrido”, e as iterações vão sendo efetuadas, o que aconteceria num caso geral seria 
que o programa iria divergir. Desta maneira, com a utilização do parâmetro OME, é visível que as 
curvas vão sendo suavizadas, evitando assim a descontinuidade inicial. 
 
 
Fig. 3.5. Efeitos do valor do OME ao longo das iterações (exemplo conceptual: Densidade em função 
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A difusão é definida como (Bellos, 1994): 
 
       
   
   
   (65) 
onde o valor de OME varia entre 0 e 1. 
Observando a eq. (64) é percetível que o valor de OME serve para suavizar as descontinuidades. 
Quando o valor tende para 1, a utilização do OME não serve de nada, enquanto que se tender para 0, a 
definição do parâmetro   

























De forma a validar os resultados dos métodos numéricos, foi necessário realizar um estudo a partir dos 
dados experimentais apresentados em Aleixo (2013), onde se faz um tratamento dos dados recolhidos 
e uma comparação dos resultados experimentais com a solução de Ritter. A secção 4.1.1 até à secção 
4.2 (exclusive) servem para este propósito.  
Escolheu-se o programa computacional MATLAB para se realizar o estudo numérico da rotura de 
barragens. A partir da secção 4.2. fez-se um estudo de sensibilidade a 3 parâmetros diferentes: CFL, 
OME e tempo de cálculo. De seguida analisaram-se duas situações diferentes: considerando um 
escoamento idealizado, sem a influência do atrito, e um escoamento considerando o efeito do atrito. 
Para o caso com atrito, foi necessário realizar-se um estudo de sensibilidade adicional, para o 
parâmetro     Utilizaram-se os métodos de Lax-Wendroff e de McCormack descritos no capítulo 3. 
Criou-se também, em EXCEL, uma “plataforma” que permite alterar quase todas as variáveis do 
problema, permitindo ao utilizador recriar diferentes cenários. É assim possível variar o comprimento 
total do canal, o tempo da experiência, a altura da água, os espaçamentos no espaço e no tempo, o 
parâmetro relacionado com o atrito (  ) e a inclinação do canal. Além disso, é possível escolher 
instantes de tempo específicos ou posições específicas, e obter figuras, para esses instantes ou 
posições, da altura da água, caudal e velocidade. É assim possível avaliar as sensibilidades dos 
parâmetros necessários, de maneira a aproximar os resultados numéricos aos experimentais. É também 
possível avaliar situações específicas, tais como o que acontece imediatamente a montante e 
imediatamente a jusante da comporta, em qualquer instante de tempo. Torna-se assim exequível 
recriar diferentes possibilidades e estudá-las de forma a perceber os efeitos da rotura de barragens. 
 
4.1.1. INSTALAÇÃO EXPERIMENTAL 
Nesta secção apresenta-se uma breve descrição do trabalho experimental (Aleixo, 2013) que servirá de 
base para a calibração dos modelos numéricos, e da análise e tratamento dos dados obtidos. Serão 
definidos os parâmetros experimentais bem como as condições iniciais e as caraterísticas da 
experiência. 
Este trabalho experimental foi realizado no Laboratório de Ensaios de Estruturas Mecânicas 
(LEMSC), no Instituto de Mecânica, Materiais e Engenharia Civil (IMMC) da Universidade Católica 
de Louvain, na Bélgica. O canal tem um comprimento de 6 m, e uma secção retangular com 0.25 m de 
largura e 0.50 m de altura. As paredes são feitas de vidro, permitindo a visualização do escoamento. O 




fundo é constituído por madeira. Nas Fig. 4.1 e 4.2 apresentam-se dois esquemas com as principais 
caraterísticas do canal descritas anteriormente. 
 
Fig. 4.1. Dimensões e caraterísticas do canal utilizado (adaptado de Aleixo, 2013). 
 
Fig. 4.2. Perspetiva tridimensional do canal utilizado (Aleixo, 2013). 
 
Como se pode ver na figura 4.2, o canal é dividido por uma comporta, que separa o canal em duas 
partes: reservatório com uma determinada altura de água a montante e um trecho de jusante vazio, 
onde se propagará a onda. Esta comporta permite simular uma rotura instantânea de uma barragem 
permitindo analisar o que acontece a jusante da comporta depois do levantamento da mesma. A 
comporta é constituída por uma placa de alumínio com 0.865 m de altura, 0.245 m de largura e uma 
espessura de 0.007 m. As partes laterais da comporta contêm juntas de silicone, o que permite reduzir 
a fricção entre as juntas e o vidro. Além deste equipamento, foram colocadas transdutores acústicos 
longitudinalmente, de forma a registar as alturas de onda em cada local. A Tabela 4.1 mostra as 















Tabela 4.1. Posição dos transdutores. 








Esta experiência foi efetuada para duas alturas iniciais de água:                    , com uma 
duração de 50 s e uma variação temporal de 0,1s. 
 
4.1.2. RESULTADOS OBTIDOS PARA   =0.325 M 
Os resultados obtidos serão analisados de seguida. Nesta secção apresentam-se os resultados obtidos 
para uma altura de água inicial de 0.325 m. Foram analisados instantes desde 5 s antes da abertura da 
comporta, até 45 s depois de a comporta ter sido aberta (o valor t=0 s corresponde à abertura da 
comporta). Na tabela 4.2 encontram-se representados os resultados para os primeiros 2 s, considerando 
uma altura de água inicial de 0.325 m. 
 
Tabela 4.2. Evolução da superfície livre em função do tempo para os primeiros 2 s (Aleixo, 2013). 
                        
t (s) 0,3 0,6 0,9 1,2 1,5
0,1 0,0056 0,0234 0,0178 0,0166 0,0148
0,2 -0,0015 0,0289 0,0186 0,0191 0,0149
0,3 -0,0087 0,0406 0,0274 0,0217 0,0160
0,4 0,0482 0,0421 0,0256 0,0212 0,0174
0,5 0,0766 0,0582 0,0396 0,0291 0,0241
0,6 0,1050 0,0676 0,0488 0,0397 0,0277
0,7 0,1025 0,0658 0,0576 0,0384 0,0316
0,8 0,1116 0,0953 0,0671 0,0529 0,0391
0,9 0,1086 0,0912 0,0738 0,0584 0,0470
1 0,1144 0,0943 0,0773 0,0640 0,0506
1,1 0,1199 0,1024 0,0846 0,0708 0,0601
1,2 0,1278 0,1077 0,0907 0,0759 0,0636
1,3 0,1288 0,1085 0,0943 0,0802 0,0680
1,4 0,1300 0,1114 0,0964 0,0841 0,0731
1,5 0,1302 0,1116 0,0985 0,0864 0,0760
1,6 0,1320 0,1139 0,1008 0,0884 0,0811
1,7 0,1331 0,1136 0,1017 0,0915 0,0826
1,8 0,1337 0,1146 0,1038 0,0946 0,0846
1,9 0,1345 0,1156 0,1049 0,0958 0,0874
2 0,1350 0,1164 0,1063 0,0960 0,0892
Evolução da superfície livre em função do tempo 
(m)x( )
 





Com os resultados da tabela 4.2 foi possível traçar gráficos da variação da altura da superfície livre em 
função do tempo, para diferentes secções. No decurso da análise feita neste capítulo, nem todos os 
gráficos serão apresentados, evitando uma repetição sucessiva de gráficos idênticos. 
As figuras seguintes (fig. 4.3 a 4.5) mostram a variação da altura da superfície livre da onda em função 
do tempo para: x= - 0.05 m, x=0.3 m e x=0.6 m, onde se podem analisar as diferentes alturas de água 
para diferentes distâncias à comporta. 
 
Fig. 4.3. Variação da altura da superfície livre do escoamento em função do tempo para x= - 0.05 m. 
 
Fig. 4.4. Variação da altura da superfície livre do escoamento em função do tempo para x = 0.3 m. 
 
É visível na fig. 4.3 que a altura é de 0.325 m antes de t=0s, enquanto que depois de t=0s, esse valor 




















0 10 20 30 40 50 
h (m) 





antes de t=0s a altura de água é de 0 m, enquanto que a partir de t=0s o valor da altura de água 
aumenta e depois começa a diminuir até atingir uma altura de água igual a 0 m. É também visível que 
o valor da altura de água máxima vai diminuindo ao longo das secções. 
 
Fig. 4.5. Variação da altura da superfície livre do escoamento em função do tempo para x =0.6 m. 
  
Na fig. 4.6 apresentam-se as variações da altura da superfície livre para diferentes secções. Pode-se 
concluir que, para os primeiros instantes de tempo (abertura da comporta), existe um aumento da 
altura da água, até atingir um determinado valor a partir do qual a altura de água diminui (com o 
passar do tempo). Isto acontece porque o reservatório a montante tem um certo volume de água. Ao 
esgotar-se a água a montante, só é natural que os valores a jusante diminuam. Comparando diferentes 
secções, é visível que para as secções mais próximas da comporta, têm-se maiores valores máximos da 
altura de água. 
 


































Foi também possível estimar a celeridade do pico da onda de inundação, ou seja, comparar valores 
máximos da altura da superfície livre nas diferentes posições. A estimativa é dada pelo quociente entre 
a diferença de posições e a diferença dos tempos. Foi efetuada essa análise para x=0.3 m e para x=0.6 
m, cujos resultados são apresentados na fig. 4.7. 
 
Fig. 4.7. Variação da altura da superfície livre do escoamento em função do tempo, para x=0.3 m e 
para x=0.6 m. 
 
Pela análise da fig. 4.7 verifica-se que ambos os gráficos atingem o pico de altura da superfície livre 
da onda para instantes de tempo próximos. Assim, é necessário um critério mais rigoroso para a 
determinação desse mesmo instante, estabelecendo uma regressão. A regressão mais adequada nesta 
situação será uma regressão polinomial de 2.º grau. As fig. 4.8 e 4.9 mostram as duas regressões 
efetuadas para os dois casos: 
 














y = -0,0087x2 + 0,0424x + 0,0839 














Polinomial de 2º grau 







Fig. 4.9. Regressão polinomial de 2.º grau aos pontos próximos do máximo para x=0.6 m. 
 
A partir das Fig. 4.8 e 4.9 foi possível obter a equação do polinómio de 2.º grau, bem como o 
parâmetro    da regressão. Em ambos os casos confirma-se que os polinómios são boas 
aproximações, visto que se obtiveram valores muito aproximados de 1 para esse parâmetro.  




Fig. 4.10. Regressão polinomial de 2.º grau aos pontos próximos do máximo para x=0.9 m. 
 
y = -0,0067x2 + 0,0346x + 0,0728 
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y = -0,0077x2 + 0,0439x + 0,0484 
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Fig. 4.11. Regressão polinomial de 2.º grau aos pontos próximos do máximo para x=1.2 m. 
 
 
Fig. 4.12. Regressão polinomial de 2.º grau aos pontos próximos do máximo para x=1.5 m. 
Seguindo um procedimento análogo ao descrito anteriormente, foram calculados os instantes em que 
ocorreram os máximos para x=0.9 m, x=1.2 m, e x=1.5 m, e foram determinadas as velocidades 
médias entre secções adjacentes. A tabela 4.3 apresenta todos os resultados obtidos, e mostra que o 








y = -0,0061x2 + 0,0389x + 0,0411 
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Tabela 4.3. Resultados obtidos a partir das regressões lineares efetuadas. 
x=0.3 m x=1.5 m
t=2.43 s t=3.45 s
v=1.18 m/s
Posições, instantes de máximo, e velocidades médias entre secções
x=0.6 m x=0.9 m x=1.2 m
v=2.00 m/s v=1.11 m/s v=0.88 m/s v=1.15 m/s
t=2.58 s t=2.85 s t=3.19 s
 
 
A utilização de variáveis adimensionais permite a comparação dos resultados experimentais com os 
dados obtidos pelo método de Ritter (dados analíticos). 




         
 
  
                 
  
 
  (69) 
As fig. 4.13 a 4.15 apresentam os exemplos para x=0.3 m, x=0.6 m e x=1.5 m (onde se pode confirmar 
o mesmo tipo de forma observado nas Fig. 4.4 e 4.5). 
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 Fig. 4.15. Variação de H (    ) para x=1.5 m em função de T (    ). 
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Fig. 4.16. Variação de H (    ) para os diferentes valores de x em função de T (    ). 
 
 
4.1.2.1. Comparação com a solução analítica de Ritter 
Analisando a forma final das equações do método de Ritter (final do capítulo 2), pode-se deduzir que: 
   
 
 





  (70) 
em que        . Quando o valor de X tende para 0, o valor de H tende para 
 
 
  0.44. Pela análise 
dos gráficos da Fig. 4.16., para os menores valores de x obtêm-se os maiores valores de H (mas nunca 
superiores a 0.44). O maior valor de H obtido, para x=0.3 m, foi aproximadamente 0.427. Usando a 
fórmula analítica do método de Ritter, obtém-se: 
   
 
 
   
 
    
  
 
         (71) 
A disparidade encontrada entre as duas soluções não é significativa (os resultados obtidos 
experimentalmente por Aleixo eram bastante precisos). Uma razão provável para isso é a existência de 
ruído elétrico no decorrer da experiência, o que provoca, ocasionalmente, alguns valores negativos, o 
que não seria de esperar. Além disso, assume-se sempre a existência de algum atrito (por mais 
pequeno que seja) no decurso da análise experimental. Mesmo assim, dada a dificuldade da 
experiência (dados a serem recolhidos com intervalos de 0.1s) obteve-se uma boa correlação. Para 
uma melhor análise das equações do método de Ritter com os dados experimentais, pode-se 






















Fig. 4.17. Comparação entre a solução analítica e os resultados experimentais adimensionais (para 
x=0.3 m). 
 
Como se pode ver pela fig. 4.17, à medida que se aumenta a variável adimensional T pode-se observar 
que a curva analítica tende para um valor constante. Resolvendo o limite quando a variável T tende 
para infinito na fórmula de Ritter, o valor observado volta a ser 0.44. A diferença entre os dois 
gráficos é natural porque, no modelo experimental, o reservatório de água tinha apenas 3 m de 
comprimento. Isto significa que não havia água suficiente para a curva se manter idêntica a curva da 
equação analítica. 
Analisando então apenas os valores iniciais de T, representadas na fig. 4.18 consegue-se verificar uma 
correlação inicial significativa entre os valores obtidos experimentalmente e a solução analítica. 
 
 








































A correspondência considerada não é possível sem ser verificada a seguinte condição, que se extraiu 
da solução de Ritter (eq. (44)): 
   
 
   
     (72) 
Esta condição permite filtrar alguns valores dos dados experimentais, para além dos valores negativos 
registados, cuja origem, como já foi referido, está no ruído elétrico. 
4.1.3. RESULTADOS OBTIDOS PARA   = 0.4 M 
O segundo caso analisado foi para uma altura de água de 0.4 m. Os gráficos obtidos nas fig. 4.19 a 
4.21 apresentam a variação da altura da superfície livre em função do tempo, a título de exemplo para 
as secções x= - 0.05 m; x=0.6 m e x=0.9 m, onde as conclusões são análogas ao caso de altura de água 
inicial de 0.325m. 
-  
Fig. 4.19. Variação da altura da superfície livre do escoamento em função do tempo para x= - 0.05 m. 
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Fig. 4.21. Variação da altura da superfície livre do escoamento em função do tempo para x=0.9 m. 
 
A fig. 4.22 mostra as diferentes alturas da superfície livre para os diferentes valores de x, à semelhança 
do que foi feito para uma altura de água inicial de 0.325 m: 
 
 
Fig. 4.22. Variação da altura da superfície livre em função do tempo para todas as secções. 
 
Pela análise da fig. 4.22, é possível observar que para x = - 0.05 m e x = 0.3 m obtêm-se alguns 
valores inesperados devido ao ruído elétrico. 
Tal como foi realizado para          m, estimou-se a celeridade do pico de onda de inundação. A 
partir de uma regressão polinomial foi possível obter o instante correspondente à altura de escoamento 




































Fig. 4.23. Regressão polinomial de 2.º grau aos pontos próximos do máximo para x=0.3 m. 
 
A fig. 4.24 mostra as regressões consideradas para as diferentes secções. Verificou-se que para x=0.6 
m não se conseguia uma regressão tão precisa como para os outros valores, mas mesmo assim o 
correspondente valor de    era 0.928. 
 
Fig. 4.24. Regressões polinomiais de 2.º grau aos pontos próximos dos máximos para as diferentes 
secções. 
 
Calculou-se de seguida a velocidade como anteriormente, obtendo-se entre x=0.3 m e x=0.6 m: 
  
       
           
 
   
     
         (73) 
 
y = -0,0101x2 + 0,0435x + 0,123 
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O mesmo raciocínio para a velocidade média, calculada entre x=0.3 m e x=1.5 m: 
  
       
           
 
   
     
           (74) 
De seguida, introduziram-se as variáveis adimensionais, obtendo-se os seguintes gráficos (são 
apresentados, como exemplo, para x=0.3 m e x=1.5 m nas fig. 4.25. e 4.26., respetivamente): 
 
Fig. 4.25. Variação de H (    ) para x=0.3 m em função de T (    ). 
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Fig. 4.27. Variação de H (    ) para os diferentes valores de x em função de T (    ). 
 
Como se pode ver pela análise da fig. 4.27, a forma dos gráficos das variáveis adimensionais é 
semelhante à forma dos gráficos anteriores (o mesmo sucedeu para uma altura de água inicial de 0.325 
m - Fig. 4.16). É visível que os valores não ultrapassam o limite para H de      0.44, como foi 
referido na secção 4.1.2. 
 
4.2. ESCOAMENTO IDEALIZADO - SEM ATRITO 
Como primeira análise, considera-se o caso mais simples, correspondente a um canal onde não existe 
atrito. Neste caso, é possível comparar os dados obtidos com a solução de Ritter, e verificar quais dos 
dois métodos (Lax-Wendroff e McCormack) origina uma melhor solução. Tendo em atenção as 
equações que governam ambos os métodos, é possível confirmar a ausência de atrito, ou seja que o 
parâmetro    é igual a zero. Isso simplifica a programação dos métodos, o que se traduz num menor 
esforço de cálculo. Foi necessário programar ambos os métodos, bem como a solução de Ritter, de 
maneira a poder compará-los.  
 
4.2.1. ANÁLISE DE SENSIBILIDADE 
Como foi referido na secção 3.3, existem parâmetros que evitam problemas de estabilidade dos 
métodos: o CFL e o OME. Assim, fizeram-se análises de sensibilidade a estes parâmetros de forma a 
obter a melhor solução possível para ambos os casos. Além disso, foi determinado o tempo de cálculo 
do programa em função dos valores dos espaçamentos em x e em t (       ), procurando obter a 



























4.2.1.1. Análise do parâmetro OME 
Tendo em conta o que foi apresentado na secção 3.3, o valor do parâmetro OME varia entre 0 e 1. 
Assim, fez-se o estudo da variação do mesmo, de forma a obter a melhor solução possível, em 
comparação com a solução de Ritter. 
Essa análise comparativa foi efetuada com base no erro (ou resíduo), calculado da seguinte forma: 
 
        
                                   
                          
       (75) 
 
Assim, é possível calcular o erro em função de x utilizando os valores das alturas de água, e perceber 
qual é o valor de OME mais adequado. Para analisar a variação dos resíduos com o parâmetro OME, 
fixaram-se os restantes parâmetros. Assim considerou-se                            para o 
método de Lax-Wendroff e                               para o método de McCormack. 
Nas fig. 4.28 e 4.29 apresenta-se os valores do resíduo em função da distância à comporta para 
diferentes valores de OME, onde os valores do CFL em ambos os casos são os mesmos. Apenas se 
consideraram variações no tempo e espaço diferentes por motivos computacionais (tempo de cálculo). 
 
Fig. 4.28. Variação do resíduo em função do espaço para vários valores de OME (Método de Lax-
Wendroff). 
 






Fig. 4.29. Variação do resíduo em função de x para vários valores de OME (Método de McCormack). 
 
Analisando as fig.4.28 e 4.29, é claro que para valores de OME próximos de 1, os erros são 
substancialmente maiores. Isso é facilmente explicado pela análise da eq. (63): um valor de OME=1 
não provoca alterações nos valores de   
 . Por outro lado, um valor de OME=0 provoca diferenças 
demasiado elevadas para ser aplicado. Assim, qualquer dos restantes valores de OME (0.25;0.5;0.75) 
apresenta melhores resultados. Através de uma análise cuidada, percebe-se que as diferenças nos 
resultados obtidos para estes 3 valores não são significativas e qualquer valor seria aceitável. Para o 
método de Lax-Wendroff escolheu-se aquele que apresentava menores erros a jusante da barragem, ou 
seja OME=0.75. Para o método de McCormack esta abordagem foi inconclusiva (de referir que para o 
método de McCormack os resíduos a montante e a jusante da comporta eram muito diferentes). 
É de notar que os erros a jusante da comporta são mais gravosos que a montante. Este facto pode dar a 
entender que os valores a jusante são menos exatos, mas a realidade não é essa. O grande aumento do 
erro a partir de      deve-se à maneira como se definiu o erro. Tal como foi dito no cap. 3, o caso 
em estudo é testado com um nível inicial de água a montante da comporta e sem água a jusante da 
comporta. Isto significa que o denominador a montante e a jusante tem valores bastante distintos (a 
jusante da comporta obtêm-se valores de altura de água muito próximos de 0, o que provoca erros 
superiores). A solução para este problema reside na utilização de um denominador comum para o 
cálculo do erro. Assim, numa segunda abordagem, definiu-se uma expressão diferente para o resíduo: 
 
            
                                   
                      








As fig. 4.30 e 4.31 mostram resultados mais práticos obtidos com a nova definição do erro apresentada 
na eq. (81). 
 
Fig. 4.30. Variação do resíduo* em função de x para vários valores de OME (Método de Lax-
Wendroff). 
 
Fig. 4.31. Variação do Resíduo* em função de x para vários valores de OME (Método de 
McCormack). 





Com a nova definição do erro, é mais fácil escolher a melhor solução. Excluindo, obviamente os 
valores de OME  0 e 0.95 (para ambos os métodos), pelas razões apresentadas anteriormente, 
escolheu-se um OME igual a 0.75 para o método de Lax-Wendroff (qualquer das três soluções seria 
adequada) enquanto que para o método de McCormack o melhor valor de OME é também igual a 
0.75. 
 
4.2.1.2. Análise do parâmetro CFL 
Em relação a este parâmetro, foram efetuados vários testes. A ideia inicial era analisar vários valores 
de         (um de cada vez, ou simultaneamente) de forma a procurar o melhor par de valores 
possíveis. Este estudo tornou-se inconclusivo visto que as variações não apresentavam resultados 
práticos. Ao analisar ambos os valores de     e     (um de cada vez) não se conseguiu encontrar uma 
melhor solução, visto que, ao variar só um dos parâmetros, o valor do CFL variava também (ver eq. 
62), o que provocava até problemas de divergência para CFL maiores ou iguais a 0.6 (para ambos os 
métodos). Analisando simultaneamente os valores de         e mantendo constante o valor de CFL, 
constatou-se que não havia uma relação direta entre essa mesma variação e a precisão dos resultados. 
Como tal, decidiu-se procurar o melhor valor de CFL, utilizando diferentes valores de        . 
Para o método de Lax-Wendroff o melhor CFL encontrado foi de 0.33, já para o método do 
McCormack o melhor valor foi de 0.2.  
 
4.2.1.3. Tempo De Cálculo 
A última análise de sensibilidade feita foi ao tempo de cálculo. Como já foi abordado anteriormente, 
um fator importante na programação numérica é o tempo de cálculo necessário para que o programa 
corra do início ao fim. Da perspetiva do programador, um programa eficiente é aquele que consegue 
obter os mesmos resultados no menor tempo possível, o que corresponde a um desafio acrescido. É 
claro que se um programa demorar horas a apresentar os resultados, isso limita bastante o número de 
testes que se podem fazer. Por outro lado, se o programa for bastante eficiente, em pouco tempo é 
possível obter vários resultados para várias situações diferentes. É então evidente que, na ótica do 
utilizador, o tempo de cálculo é algo fundamental a considerar na escolha de um programa para 
analisar qualquer tipo de dados. 
A grande questão prende-se então com os valores de        . Obtidos os melhores valores de OME e 
CFL, procurou-se encontrar os melhores valores de        . À medida que se escolhem valores mais 
pequenos para estes espaçamentos (e admitindo que os valores totais de tempo e espaço se mantêm 
inalterados), é de esperar que as soluções sejam mais precisas. É também de esperar que o tempo de 
cálculo seja maior, visto trabalhar-se com um número maior de intervalos em x e em t. Assim, decidiu-
se implementar uma nova variável que permitisse comparar o tempo de cálculo do programa. Através 
do resíduo, consegue-se saber se as soluções são ou não mais precisas. Criando-se um resíduo médio 
para cada valor de        , conseguem-se obter valores únicos que servem para analisar a 
sensibilidade a este parâmetro: 
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Através desta fórmula consegue-se obter os valores apresentados nas fig. 4.32. e 4.33. 
 
 Fig. 4.32. Resíduo médio em função do tempo de cálculo (Método de Lax-Wendroff). 
 
Fig. 4.33. Resíduo Médio em função do tempo de cálculo (Método de McCormack). 
 
Analisando as fig. 4.32 e 4.43 acima apresentadas conclui-se que o resíduo médio encontrado é 
superior no método de Lax-Wendroff do que no método de McCormack. Por outro lado, verifica-se 
que, a partir de um certo par de valores, o erro estabiliza aproximadamente. É possível constatar que 





os resíduos médios são bastantes pequenos (nunca acima de 5 %) e que o tempo de cálculo máximo 
aceitável é de 20 s, o que é satisfatório. Escolher intervalos de valores de x e de y inferiores implica 
tempos de cálculo bastantes superiores, mas a precisão não é melhorada significativamente. Assim, o 
valor escolhido para o espaçamento temporal, para ambos os casos, foi:           . De referir que o 
parâmetro definidor é o intervalo de tempo. Recordando a equação (62), verifica-se que o valor de    
tem de ser inferior ao valor de    (quanto menor o valor de   , maior o tempo de cálculo). 
Assim, procurou-se o menor valor de intervalo de tempo para o qual as soluções apresentavam tempos 
de cálculo inferiores a 10 s, mas garantindo que a variação do resíduo com a diminuição dos intervalos 
não seria relevante. Para o valor da variação espacial obteve-se         m (Lax-Wendroff) e    
     m (McCormack). 
 
4.3. COMPARAÇÃO COM A SOLUÇÃO ANALÍTICA 
Definidos todos os parâmetros que influenciam diretamente o cálculo, procedeu-se à análise dos dois 
métodos e à comparação com a solução de Ritter.  
Como já foi dito anteriormente, a solução de Ritter é obtida para um canal infinito, e como tal uma das 
condições fronteira é ignorada, isto é, não se supõe caudal igual a 0 no ponto inicial do canal para que 
a solução obtida seja idêntica à solução de Ritter. 
A figura 4.34 mostra o estado inicial do problema considerado, para        m, que é o mesmo para 




Fig 4.34. Variação da altura de água em função da distância a comporta.Condição inicial (t=0s). 




4.3.1. MÉTODO DE LAX-WENDROFF 
Pela análise da figura 4.35 é possível confirmar uma descida de nível de água no reservatório a 
montante da comporta, e uma subida a jusante. A primeira conclusão que se observa é que a forma das 
curvas parece ser a esperada. É também visível que a curva vai tendendo para um valor de altura de 
água de cerca de 0.2 m. Analisando mais uma vez a equação (45), consegue-se perceber que, com o 
tempo, a solução tende para 
 
 
          m, o que é consistente com o gráfico apresentado. De 
referir que todas as considerações feitas na secção 4.3.1. são utilizadas, para os 3 parâmetros. 
 
 
Fig. 4.35. Variação da altura de água para diferentes instantes em função da distância à comporta. 
Nas figuras 4.36 e 4.37 apresenta-se a variação da altura da água em função do tempo, tanto a 











Fig. 4.36. Variação da altura de água em função do tempo para x= - 1 m (antes da comporta). 
 
 
Fig. 4.37. Variação da altura de água em função do tempo para x=1 m (depois da comporta). 
 
Nas figuras 4.36 e 4.37 é visível que o nível da água a montante da comporta varia da altura de água 
inicial (0.4 m) para o valor de 0.178 m, enquanto que a jusante da comporta se verifica um aumento do 
nível da água desde 0 m até 0.178 m, que coincide com o esperado. 
A figura 4.38 permite visualizar a variação da altura de água para diferentes secções. As curvas acima 
da altura de água 0.178 metros são curvas para secções antes da comporta, e as curvas abaixo desse 
valor são para as secções depois da comporta. 





Fig. 4.38. Altura de água em função do tempo para diferentes secções. 
 
Em relação à velocidade, podem-se tirar conclusões semelhantes. A velocidade, que inicialmente é 
nula em todo o canal, vai tomando diferentes valores, até que estabiliza. Partindo da eq. (48) , observa-
se que quanto o valor de t tende para infinito, o valor da velocidade esperado é 
     
 
 
             (78) 
 
A figura 4.39 comprova a eq. (78). Para diferentes valores do tempo, a velocidade vai variando de 
forma a estabilizar em          m/s. 
 












Analisando a Fig. 4.39 é necessário ter em conta o carácter hiperbólico das equações de St.-Venant. 
Como a onda tem uma velocidade de propagação finita, isto é, irá demorar um certo instante de tempo 
até alcançar o fim do canal. Assim sendo as oscilações que aparecem a seguir ao pico resultam do 
facto de a onda ainda não se ter propagado mais para jusante e o modelo não ter nenhuma condição a 
limitar esse cálculo. 
As figuras 4.40 e 4.41 servem para mostrar o que acontece à velocidade em função do tempo, para 
uma secção antes da comporta e para uma secção depois da comporta, respetivamente. Antes da 
comporta existe um aumento da velocidade até estabilizar, já para depois da comporta a velocidade 
diminui até estabilizar. De notar que a oscilação inicial encontrada na Fig. 4.41 não corresponde à 
realidade, sendo um erro de estabilização do programa nos instantes iniciais. 
 
Fig. 4.40. Variação da velocidade em função do tempo para x = - 1.5 m. 
 





Fig. 4.41. Variação da velocidade em função do tempo para x = 1.5 m. 
 
Por último, a figura 4.42 mostra a velocidade em função do tempo para diferentes secções, onde se 
pode observar que a velocidade, à medida que o tempo passa, vai tendendo para 1.32 m/s. Este gráfico 
permite tirar mais uma conclusão interessante. Observando a fórmula da velocidade (eq. 46) não se 
consegue retirar qualquer conclusão em relação à velocidade máxima esperada. Neste tipo de análise, 
a velocidade máxima é um fator preponderante. Como tal, é preciso calculá-la. Como é visível na Fig. 
4.41 a velocidade máxima acontece a jusante da comporta, nos instantes iniciais, e tem o valor de 2.75 
m/s, aproximadamente. Este dado é fundamental, pois ao determinar-se a velocidade máxima (e a 
variação da velocidade) consegue-se prever a distância que a água pode percorrer ao fim de um certo 
intervalo de tempo, bem como os danos que pode causar. As oscilações entre 3.5 m/s e 2.75m/s nos 
instantes iniciais não são consideradas, pelas razões já expressas anteriormente. 






Fig. 4.42. Velocidade em função do tempo para várias secções. 
 
Passando para o caudal, os gráficos são bastante diferentes dos que se observam para a altura de água 
e para a velocidade, como mostram as figuras 4.43 e 4.44. Analisando desde montante da comporta, o 
que se observa é um aumento do caudal até à comporta e uma diminuição a jusante da comporta.   
   
Fig. 4.43. Caudal unitário em função da distância à comporta, para diferentes instantes. 
t= 0 s 










A forma do gráfico da Fig. 4.43, com um máximo pronunciado para     (comporta) era previsível, 
dado que para a altura se tinha obtido um gráfico decrescente, e para a velocidade um gráfico 
crescente, e o caudal é simplesmente     . Verifica-se também uma tendência para um valor entre 
0,2 e 0,25    . 
Para se saber qual o valor esperado, basta utilizar os valores obtidos anteriormente: 
 
                                   (79) 
 
Este resultado confirma os dados obtidos na Fig. 4.43. As mesmas conclusões podem ser retiradas da 
Fig. 4.44, na qual se apresenta a variação do caudal com o tempo, para diferentes secções. 
 
Fig. 4.44. Caudal unitário em função do tempo para várias secções. 
 
Para finalizar o estudo deste método, apresenta-se, na figura 4.45, a comparação da solução de Ritter 
com a do método de Lax-Wendroff. 
dx=0.5 m 
x=-3 m e x=3 m 
x=0 m 











Fig. 4.45. Comparação entre o método de Ritter e o método de Lax-Wendroff. Altura de água em 
função do tempo para x=1.5 m. 
 
Pela análise do gráfico da Fig. 4.45, é possível verificar que o método de Lax-Wendroff apresenta 
sempre resultados próximos, mas sistematicamente superiores, aos da solução de Ritter. Para uma 
comparação mais objetiva entre as soluções, usou-se o resíduo* (apresentando na eq.(75)) com o 
objetivo de localizar os menores desvios entre as duas soluções e determinar as grandezas das mesmas, 
representado na Fig. 4.46. 
 
Fig. 4.46. Variação do resíduo* em função do tempo para várias secções (antes da comporta). 
 




A figura 4.46 mostra a variação do resíduo com o tempo para diferentes secções. É possível verificar 
que o desvio vai diminuindo à medida que a distância à comporta aumenta, o que significa que os 
maiores desvios são causados pela descontinuidade na comporta e vão sendo mitigados. Outro facto 
interessante é a evolução temporal do desvio para os diferentes valores da posição, onde se nota a 
evolução do erro (como se fosse a onda) ao longo do tempo. 
Conclusões semelhantes podem ser retiradas da Fig. 4.47 na qual se apresenta a variação do Resíduo* 
em função do tempo para diferentes secções a jusante da comporta. 
 
Fig. 4.47. Resíduo* em função do tempo para várias secções (depois da comporta). 
Deduz-se que na comporta ocorre o desvio maior, e que, à medida que o tempo passa, o desvio é 
transmitido para as secções seguintes, sendo mitigado com o passar do tempo. Comparando as duas 
figuras (4.46 e 4.47), consegue-se perceber que o erro é mitigado mais rapidamente depois da 
comporta, enquanto que o erro se atenua mais lentamente antes da comporta. Isto acontece porque, 
criada a descontinuidade, existe uma onda progressiva (que se move para jusante da comporta) e uma 
onda regressiva (que se move para montante da comporta). Como a onda progressiva tem uma 
celeridade igual a 2c, e a onda regressiva tem uma celeridade igual a c (Stoker, 1957), é de esperar que 
o desvio se mitigue mais rapidamente na primeira. Aliás, é espetável que o desvio demore a atenuar-se 
em metade do tempo na onda progressiva do que na onda regressiva, e é isso mesmo que se verifica. 
Por esse mesmo facto, é natural que os desvios encontrados nas secções depois da comporta sejam 
inferiores aos encontrados antes da comporta.  
 
4.3.2. MÉTODO DE MCCORMACK 
A análise realizada com o método de McCormack é análoga a análise feita com o método de Lax-
Wendroff. Visto tratar-se de uma solução relativamente próxima da solução de Lax-Wendroff, só 
serão mostrados os gráficos mais importantes desta análise, apenas para confirmar que ambos são boas 
aproximações da solução de Ritter. 
Em relação à altura de água, podemos observar nas figuras 4.48 e 4.49 a variação da altura em função 
de x para vários instantes, e a altura em função do tempo para diferentes secções; as conclusões são 
semelhantes às apresentadas no método de Lax-Wendroff. 


















Fig. 4.48. Variação da altura de água em função da posição para vários instantes. 
 
Fig. 4.49. Variação da altura de água em função do tempo para várias secções. 
 
Em relação à velocidade, as mesmas considerações podem ser retiradas; os resultados obtidos são 













Fig. 4.50. Variação da velocidade em função da posição para vários instantes. 
 
 
Fig. 4.51. Variação da velocidade em função do tempo para várias secções. 
 
Em relação à velocidade máxima, é visível que para este método a velocidade máxima obtida foi 
aproximadamente 3 m/s (neste caso não se verifica oscilação, o que é mais uma prova que este método 
é mais adequado que o método de Lax-Wendroff), o que serve como termo de comparação com o 
método de Lax-Wendroff, onde se tinha obtido aproximadamente 2.75 m/s para a velocidade máxima. 
Relativamente ao caudal, as figuras 4.52 e 4.53 apresentam os resultados esperados, semelhantes aos 
obtidos para o método precedente (caudal unitário em função do espaço e caudal unitário em função 









































Fig. 4.53. Caudal unitário em função da distância à comporta, para diferentes intantes. 
 
Por último, apresenta-se a comparação dos resultados obtidos com o método de McCormack e a 
solução de Ritter. A figura 4.54 representa a variação da altura de água do escoamento em função do 
tempo para x=1.5 m. 
t= 0 s 
t= 10 s 
dt= 0.2 s 
x=-3 m e x=3 m 
x=0m 
dx= 0.5m 





Fig. 4.54. Altura de água em função do tempo para x=1.5 m (depois da comporta). 
 
Pela análise da figura 4.54 verifica-se que os resultados obtidos pelo método de McCormack se 
aproximam bastante da solução de Ritter. Comparando as fig. 4.45 e 4.54, o método de McCormack 
consegue obter melhores resultados que o método de Lax-Wendroff. Para verificar qual o método mais 
preciso, calculou-se a variação do resíduo* em função do tempo, para diferentes secções, a montante e 
a jusante da comporta apresentado nas fig. 4.55 e 4.56, respetivamente. 
 
Fig. 4.55. Resíduo* em função do tempo para diferentes secções (antes da comporta). 






Fig. 4.56. Resíduo* em função do tempo para diferentes secções (depois da comporta). 
 
A análise das fig. 4.55 e 4.56, permite retirar algumas conclusões interessantes. Em primeiro lugar, o 
método de McCormack permite obter uma solução mais precisa, em comparação com o método de 
Lax-Wendroff. Através de uma observação mais cuidada da Fig. 4.54 é possível perceber que as 
soluções chegam a ter valores iguais (ou seja, as curvas dos dados analíticos e do método de 
McCormack cruzam-se) o que pode ser observado pela diminuição das curvas do Resíduo* até zero, e 
consequente subida (nas fig. 4.55 e 4.56). Por último, pode-se compreender, olhando para as fig. 4.55 
e 4.56, que o erro na última secção em ambos os casos atinge o valor nulo em t=2 s (antes da 
comporta) e t=1 s (depois da comporta). Isto mostra que as ondas progressiva e regressiva têm 
velocidades diferentes. Sabendo que estão a ser analisados pontos à mesma distância da comporta, se o 
tempo necessário a atingir zero é metade depois da comporta, isso significa que a velocidade da onda é 
o dobro, o que é consistente com o que foi escrito na pág. 53. 
Para facilitar a análise comparativa dos 2 métodos com a solução de Ritter, apresenta-se na Fig. 4.57 
um  gráfico com as 3 soluções. 





Fig. 4.57. Variação da altura de água em função do tempo em x=0.3 m (depois da comporta). 
 
Confirma-se que o método de McCormack consegue obter melhores resultados do que o método de 
Lax-Wendroff, em comparação com a solução de Ritter.  
 
4.4. EFEITO DO ATRITO  
Na secção anterior apresentaram-se os resíduos para um escoamento idealizado sem atrito. Apresenta-
se agora uma análise do efeito do atrito, para os 2 métodos apresentados. Para tal, é necessário lembrar 
o significado do parâmetro     Combinando a equação (15), apresentada no capítulo 2, com a 
expressão        
  (Hogg e Pritchard, 2004), obtém-se 
   
     
 
   
  (80) 
sendo    um coeficiente cujo valor depende do(s) material(is) utilizado(s) e que deve ser obtido 
empiricamente (na literatura corrente, os valores de    devem estar perto da gama [0,001;0,01] (Lewis, 
1997)). Assim, optou-se por realizar vários testes de forma a calibrar quais os valores deste parâmetro 
que permitiam obter os resultados experimentais. De notar que a eq. (80) aplica-se a escoamentos 
estacionários, e não a escoamento transitórios (ou não permanentes), o que significa que poderá não 
ser a mais indicada. 
Convém notar que o valor do parâmetro    não é constante, pois varia com a velocidade. Isto significa 
que, ao longo das várias iterações, o valor de    vai variar, o que se traduz num maior esforço 
computacional. 
De realçar que, por motivos computacionais, a condição de fronteira em x= - 3 m (       ) não 
foi incluída na programação. Tal deve-se ao facto de o programa não conseguir trabalhar com valores 
muito próximos de zero, o que o leva a convergir para alturas de água diferentes de zero. Assim, 





decidiu-se excluir esta condição, e fazer uma análise similar à da secção 4.1.3, levando em conta 
apenas os instantes iniciais. 
 
4.4.1. ESTUDO DA SENSIBILIDADE AO COEFICIENTE DE ATRITO (  ) 
Com a introdução do atrito, constatou-se que, para valores de    superiores a 1, o programa divergia. 
Sabendo que o valor de    tem de ser positivo (sendo 0 no caso analisado anteriormente - sem atrito), 
ficou a saber-se que se podia variar este coeficiente entre zero e um. 
Começando com o método de Lax-Wendroff, escolheram-se vários valores de    e tentou-se procurar 
aquele que melhor se adaptava à solução experimental. Escolheu-se também um ponto genérico do 
canal para se fazer a análise: 0.6 m depois da comporta, onde já existem resultados experimentais. 
Na Fig. 4.58. apresenta-se a variação da altura da água em função do tempo para diferentes valores de 
  . Na mesma figura são apresentadas os resultados experimentais obtidos por Aleixo (2013). 
 
Fig. 4.58. Altura de água em função do tempo em x=0.6 m (depois da comporta) para vários valores 
do parâmetro    (método de Lax-Wendroff). 
 
A figura confirma aquilo que se escreveu anteriormente: só faz sentido efetuar a análise durante os 
instantes iniciais. Analisando os primeiros 2s obtém-se a fig. 4.59. 
 





Fig. 4.59. Altura de água em função do tempo em x=0.6 m (depois da comporta) para os vários valores 
de    (método de Lax-Wendroff, visão pormenorizada). 
 
É visível que a melhor solução corresponde ao valor do parâmetro    igual a 0, ou seja sem atrito. 
Comprova-se que o efeito do atrito na experiência não é considerável, e que o estudo do caso com 
atrito não permite uma comparação com os dados experimentais. 
Para o método de McCormack realizou-se a mesma análise. Na fig. 4.60 apresentou-se a variação da 
altura da água em função do tempo, para diferentes valores de   . 
 
Fig. 4.60. Altura de água em função do tempo em x=0.6 m (depois da comporta) para os vários valores 
de    (método de McCormack). 






Mais uma vez, a imagem não é muito apropriada para se tirarem conclusões, sendo necessário analisar 
os primeiros 2 s (figura 4.61). 
 
Fig. 4.61. Altura de água em função do tempo em x=0.6 m (depois da comporta) para os vários valores 
de    (método de McCormack, visão pormenorizada). 
 
Pela análise da fig. 4.61 observa-se o mesmo tipo de comportamento verificado pelo método de Lax-
Wendroff; no entanto para o método de McCormack as soluções aproximam-se mais da solução 
experimental. A melhor aproximação obtém-se quando se utiliza o valor       Isto significa que a 
eq. (80) pode não ser a mais adequada para descrever o caso com atrito. Por outro lado, visto que os 
materiais do canal (vidro e madeira) foram devidamente polidos, é natural que o efeito do atrito, no 
caso experimental, seja reduzido ou quase inexistente. 
 
4.4.2. ANÁLISE E COMPARAÇÃO COM RESULTADOS EXPERIMENTAIS 
Analisando as figuras apresentadas na secção anterior, conseguem-se tirar várias conclusões. Em 
primeiro lugar, é claro que o método que melhor se aproxima dos dados experimentais é o método de 
McCormack. Outro facto interessante é a aproximação cada vez maior dos valores obtidos 
experimentalmente quando o valor de    se aproxima de zero. Visto que as paredes e o fundo do canal 
onde a experiência foi efetuada são de vidro e madeira (fundo de montante), esperava-se que o efeito 
do atrito fosse pouco relevante. Tendo em conta que a aproximação      é a que melhor traduz os 
dados experimentais, deduz-se que o efeito do atrito neste caso seja nulo, ou praticamente nulo, o que 
confirma as expetativas.  
A figura 4.62 mostra a comparação entre os dois métodos e os dados experimentais para      
(variação da altura de água em função do tempo para x=0.6 m). O método que melhor se ajusta é o de 
McCormack. 





Fig. 4.62. Altura de água em função do tempo para x=0.6 m (depois da comporta) para os dois 
métodos e os dados experimentais. 
 
 
É interessante observar que o ajuste não é ideal para todos os instantes iniciais; na verdade, ele só é 
muito bom entre 1.5 s e 2.5 s. O desvio que se verifica entre 0 e 1.5 s pode estar relacionado com a 
dificuldade inerente que os métodos têm para descrever uma situação que, muito provavelmente, 
apresenta turbulência (instantes imediatamente seguintes à abertura da comporta).  
Apesar de, como foi referido anteriormente, o efeito do atrito nas condições experimentais que foram 
usadas ser desprezável, nada impede o estudo do seu efeito noutros cenários, uma vez que se dispõe 
das ferramentas computacionais necessárias.  
Considerando o valor        para o coeficiente de atrito consegue-se verificar o efeito do atrito de 
forma bastante clara. Foi aplicado o método de Lax-Wendroff, como se pode observar nas fig. 4.63 e 
4.64, que apresentam a variação da altura de água em função de x e de t, respetivamente. 
Em relação aos parâmetros cujas sensibilidades já foram analisadas na secção 4.2.1. (CFL, OME, 
tempo de cálculo), foram utilizados os mesmos neste estudo. 






















Pela análise das fig. 4.63 e 4.64 observa-se que o valor para o qual a altura de água tende é diferente. 
Neste caso, a altura de água, à medida que o tempo passa, atinge valores próximos de 0.22 m; de 
referir que, numa situação sem atrito, o valor limite era próximo de 0.18 m. Esta diferença é fácil de 
perceber: como se está a introduzir um parâmetro que provoca atrito no canal, é de esperar que esse 
atrito provoque uma diminuição na velocidade, o que significa que a convergência para um valor da 
altura de água será mais rápida no caso idealizado sem a contribuição do atrito; analisando novamente 
a fig. 4.38 verifica-se que a convergência é mais lenta quando há atrito. Assim, é esperado que o nível 
da água seja superior. As fig. 4.65 e 4.66 representam a variação da velocidade em função de x e de t, 
respetivamente. 
 















As figuras 4.65 e 4.66. mostram o efeito do atrito na velocidade. A sua análise permite constatar uma 
diminuição da velocidade muito significativa. O atrito provoca uma diminuição clara nos valores da 
velocidade à medida que o tempo passa, tendendo para aproximadamente 0.2 m/s. As oscilações que 
se voltam a repetir estão relacionadas com o método de Lax-Wendroff, e devem ser ignoradas na 
análise (devem-se à formulação efetuada - ao facto de se usar um parâmetro    que não se aplica 
diretamente a este tipo de escoamento). A velocidade máxima obtida é 1.5 m/s (bastante inferior ao 
obtido no caso sem atrito). As fig. 4.67 e 4.68 representam a variação do caudal em funcão de x e de t, 
respetivamente. 
 
Fig. 4.67. Variação do caudal unitário em função da distância à comporta para diferentes instantes 
(Lax-Wendroff). 
 




x=-3 m e x=3 m 
x=0m 
dx=0.5m 




As figuras 4.67 e 4.68 mostram que o caudal tem um comportamento bastante diferente do caso sem 
atrito. Apesar de a forma das curvas da figura 4.67 ser semelhante à do caso sem atrito, a figura 4.68 
revela uma diminuição do caudal à medida que o tempo passa. Isto deve-se ao efeito do atrito que 
provoca uma diminuição das velocidades, e consequentemente dos caudais. 
Com o método de McCormack obtêm-se resultados similares e as conclusões são análogas. As fig. 
4.69 e 4.70 apresentam a variação da altura da água em função da distância à comporta e do tempo, 
respetivamente. 
 
Fig. 4.69. Variação da altura de água em função da distância à comporta para diferentes instantes 
(McCormack). 
 












Estas figuras indicam a tendência da altura de água para h = 0.22 m, aproximadamente.  
Em relação à velocidade, obtêm-se resultados próximos dos do método de Lax-Wendroff. A 
velocidade é menor do que a obtida no caso sem atrito, e tende para v = 0.2 m/s; a velocidade máxima 
atingida é próxima de 1.8 m/s. Esta diferença no valor da velocidade máxima em relação ao método de 
Lax-Wendroff já se tinha verificado no estudo do caso sem atrito, como está apresentado nas fig. 4.71 
e 4.72. 
 
Fig. 4.71. Variação da velocidade em função da distância à comporta para diferentes instantes 
(McCormack). 
 











Em relação ao caudal, confirma-se o comportamento global (diminuição do mesmo à medida que o 
tempo passa), mas essa diminuição não é tão pronunciada como a que se obteve com o método de 
Lax-Wendroff, como pode ser observado nas fig. 4.73 e 4.74, que representam a variação do caudal 
em função de x e de t. 
 
 
Fig. 4.73. Variação do caudal unitário em função da distância à comporta para diferentes instantes 
(McCormack). 
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A título de conclusão, constata-se que, para um valor do parâmetro       , as consequências são 
bastante significativas no que diz respeito à altura da água, que é maior do que no caso sem atrito.  As 
velocidades são inferiores, e os caudais diminuem com o tempo. Assim, o estudo do atrito será mais 
importante quando se deseja determinar possíveis alturas máximas de água. No que diz respeito a 
velocidades e caudais, considerar um esquema sem atrito permite estudar a condição mais 
desfavorável.  













5.1. CONCLUSÕES  
Atualmente, o uso de técnicas computacionais e o recurso à análise numérica tem permitido efetuar 
simulações de situações reais, o que constitui uma ferramenta de grande valor e utilidade, 
apresentando inúmeras vantagens. De facto, ela pode funcionar como uma espécie de ponte entre os 
modelos teóricos e os resultados experimentais. É por isso que o uso e aperfeiçoamento deste tipo de 
abordagem é de extrema importância. 
O principal objetivo desta dissertação foi avaliar a adequabilidade dos métodos numéricos existentes 
de diferenças finitas ao estudo da rotura de barragens, feita pela comparação entre os estudos 
numéricos, desenvolvidos em linguagem MATLAB, e os estudos teóricos (analíticos) e experimentais. 
Essa comparação permitiu calcular as variáveis mais importantes neste estudo (altura de água, 
velocidade e caudal) em situações críticas. Os métodos usados permitiram estudar a situação de “worst 
case scenario” (dependendo do que se quer analisar, esquemas com ou sem atrito) e mostraram que 
este tipo de análise fornece descrições muito próximas da realidade. Considerando a situação sem 
atrito, foi possível determinar valores máximos para o caudal e para a velocidade, enquanto que o 
estudo com atrito permitiu obter a altura máxima de água. 
O formalismo teórico usado para a descrição da experiência baseou-se nas equações de Saint-Venant, 
que para uma situação sem atrito conduzem à solução de Ritter. A resolução numérica das equações 
foi feita com dois métodos: Lax-Wendroff e McCormack. Ficou claro que, no caso especial estudado, 
o método de McCormack comporta-se melhor do que o método de Lax-Wendroff. 
A abordagem numérica através de simulação tem uma relação custo/benefício muito boa, já que os 
custos são muito reduzidos e os benefícios que se retiram são de grande relevo. Assim, deve ser 
explorada ao máximo. 
Relativamente ao trabalho em MATLAB, foi um processo gradual, onde foram sendo introduzidas 
cada vez mais variáveis, e se tentou obter as informações mais variadas explorando as potencialidades 
do programa. Foi possível retirar conclusões sobre a variação da altura de água, velocidades e caudais. 
Em relação à altura da água, é possível prever os valores máximos da altura de água a jusante da 
comporta, o que permitirá tomar várias providências (ao nível de segurança). Considerando a 
velocidade, consegue-se prever as velocidades máximas a jusante da comporta, o que permite saber as 
distâncias percorridas pelo escoamento. A análise dos caudais permitiu também tirar conclusões sobre 
o caudal esperado, bem como as suas consequências. A análise ao efeito do atrito seria mais adequada 
se se conseguisse ultrapassar o problema relativo à condição de fronteira a montante da comporta. 





Caso isso se verificasse, os resultados seriam mais apelativos, permitindo extrair outras conclusões, 
como por exemplo o tempo de inundação. Em relação aos estudos de sensibilidade, pode-se dizer que 
permitiram obter resultados fiáveis (principalmente no caso sem atrito); havendo atrito, e com base no 
conhecimento atual, a escolha de um coeficiente de atrito adequado para um caso experimental 
exigiria um estudo mais alargado. Dado que este coeficiente tem sido calculado empiricamente, só 
quando novos estudos forem divulgados é que se poderá melhorar esta análise de sensibilidade. 
Em suma, pode-se concluir que esta análise é fundamental para este tipo de estudo, permitindo prever 
consequências da rotura de barragens com bastante fiabilidade. Melhores modelos permitirão 
conclusões mais adequadas quando comparadas com a realidade.  
 
5.2. DESENVOLVIMENTOS FUTUROS  
A análise teórica efetuada baseou-se nas equações de Saint-Venant e na solução de Ritter, válida no 
caso de um escoamento unidimensional sem atrito. Sugere-se como desenvolvimento futuro: uma 
análise a outros métodos existentes, procurando o método mais preciso. Uma análise bidimensional 
deste estudo poderá, também, permitir uma melhor simulação de um caso real. A utilização de outros 
métodos numéricos (onde se utilize, por exemplo, volumes finitos) possibilitará uma análise mais 
completa e a obtenção de uma melhor solução para este estudo. O programa já realizado poderá ser 
melhorado, permitindo assim a sua aplicação a casos mais gerais. 
A análise do efeito do atrito apresentada neste estudo poderá ainda ser mais desenvolvida num 
trabalho futuro, nomeadamente com a utilização de diferentes definições do coeficiente de atrito. 
Por último, sugere-se a utilização de um programa computacional (comercial) que permita simular os 
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De seguida faz-se a discretização do método de Lax-Wendroff. Expandindo a variável u em série de 
Taylor e truncando os termos até à segunda ordem (Método de Lax-Wendroff, [9]): 
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Fazendo substituições na eq. (B1): 
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E substituindo na eq. (B4), consegue-se chegar ao método de Lax-Wendroff: 
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